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INTRODUCCION

Navegamos por internet a diario, con objetivos distintos, y nuestras consultas
a la World Wide Web (WWW) se relacionan con bases de datos cada vez
mas complejas. A pesar de que mds de la mitad de la poblacidn mundial
estd conectada a la red, los avances técnicos nos permiten acceder a la
informacién de manera rapida y asequible. La quinta generaciéon de estan-
dares de comunicacidn, proporcionados por la red 5G, cuya implantacion
generalizada se preveé para el 2025, se orienta a la conexidon de un milléon de
aparatos moviles por kildmetro cuadrado, con una tasa de transmisidon de
datos de 1,2 gigabits por segundo (1,2x10° bits/s) y espectros entre los 30 y
300 gigahercios, proporcionados por ondas de radio de frecuencias extre-
madamente altas (EHF) y longitudes de onda milimétricas de 1 a 10 milime-
tros (mm-waves).

El propdsito de este capitulo es dar a conocer, de una manera divulgativa,
algunas herramientas matemdaticas que forman parte de estos éxitos tecno-
I6gicos sin precedentes. Nos limitaremos a las que influyen en la velocidad
de fransmision de datos y que estdn basadas en la teoria de grafos. La teoria
de grafos es hoy una rama de la matemdtica discreta y de las ciencias de
la computacion. Los grafos intervienen en muchos algoritmos ligados a las
nuevas tecnologias. En su desarrollo tedrico y prdactico confluyen gran varie-
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dad de conceptos y logros matematicos cuya motivaciéon fue en su dia el
avance del conocimiento matemadtico.

En matemdtica discreta y en ciencias de la computacion, el concepto de
grafo responde a una estructura geomeétrica muy sencilla. Un grafo se com-
pone de un conjunto finito de puntos, llamados vértices o nodos, y de un
conjunto finito de segmentos determinados por pares de estos vértices, lla-
mados lados o aristas (figura 1).

Los grafos sirven para modelizar multitud de es-
tructuras de la vida real. En la teoria de la infor-
macion, podemos identificar a los vértices de un
* o _ grafo con un conjunto de antenas y a sus aristas,
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- - I_‘ con sus canales de conexién. En la estructura

e e de la WWW, podemos identificar los nodos de
° un grafo con las paginas de hipertexto y las aris-

g Sl e tas, con los hipervinculos entre ellas. En ciencias

de la computaciéon, podemos construir un grafo
con nodos dados por distinfos ordenadores que
trabajan interconectados. En sociologia, distin-
tas comunidades pueden estar representadas por los vértices de un grafo;
sus interacciones nos dardn las aristas del mismo. En economia, los vértices
de un grafo puedenresponder a distintas sedes bancarias y las aristas, a aso-
ciaciones entre las mismas. En medicina, hemos visto grafos que tienen por
nodos comunidades afectadas por la COVID-19 y por aristas, las transmisio-
nes por contagio. Los vértices de un grafo no tienen por qué estar todos en
el mismo plano. Tal es el caso del grafo asociado a nuestro sistema nervioso,
con nodos los puntos gatillo, bien conocidos en fisioterapia.

Figura 1. Grafo no conexo y con ciclos.
Imagen: Wikimedia Commons.

Dado un grafo, podemos estar interesados en que la transmision de datos
a través de sus aristas se realice de manera rdpida o de manera lenta, y de
forma completa o bien de forma parcial, dependiendo de la naturaleza de
estos. En los primeros casos, hablaremos de grafos expansivos; en los segun-
dos, de grafos contractivos (figura 2).
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En este capitulo nos centraremos especialmente en la teoria de los grafos
expansivos, con una breve mencion al final a los grafos contfractivos.

A fin de que los datos circulen con la mdéxima velocidad posible y sin interrup-
ciones a través de las aristas de un grafo, podriamos pensar que cada nodo
deberia estar conectado a un gran niUmero de nodos. Ello nos conduciria a
establecer un gran numero de aristas saliendo de cada nodo, lo cual suele
ser costoso de llevar a la prdctica. Intuitivamente, serian mds rentables los
grafos construidos con muchos vértices y pocas aristas. Sin embargo, esta
manera de proceder podria conllevar transmisiones mucho mds lentas e in-
terrupciones en el suministro de la informacién. La teoria matematica subya-
cente al frazado de lo que podriamos llamar la «red de autopistas del cibe-
respacion se encarga de hallar una solucion 6ptima al problema de disenar
grafos con «un gran nOmero de vérticesn, upocas aristasy, waltamente co-
nexosy y «robustosy, a fin de que alcance a un gran nUmero de usuarios, su
coste sea asequible, y la transmisidon de datos fluya con rapidez y sin cortes.

La matematica permite valorar la capacidad de transmision de un grafo y
su robustez, y proceder al diseno de grafos que optimicen las propiedades
mencionadas. Desde un punto de vista matemdtico, debemos distinguir en-
tre la demostracion tedrica de la existencia de grafos expansivos y su cons-
fruccion efectiva, obtenida esta muchos anos después de la primera.

Entre los grafos expansivos construibles y éptimos
se encuentran los grafos de Ramanujan. Su nom-
bre es en reconocimiento a la labor pionera de
Srinivasa Ramanujan (1887-1920), un matemdati-
co indio que afianzé su formacidon matemdtica
en Cambridge, bajo la direccion de Godfrey H.
Hardy (1877-1947)¢.Uno de los problemas resuel-
tos por Ramanujan a instancias de Hardy versd
sobre las sumas de cuadrados; se trataba de un
problema aritmético, independiente de la t€o-  Figura 2. Expansor de entrenamiento.
ria de grafos®. Sin embargo, y tal como veremos,  Imagen: Wikimedia Commons.
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ciertos planteamientos y propiedades numéricas descubiertas por Ramanu-
jan en este estudio han resultado de la mdaxima importancia para la resolu-
cion del problema que nos ocupa.

Entre los primeros grafos de Ramanujan construidos explicitamente se en-
cuentran los grafos LPS, introducidos por Lubotzky, Phillips y Sarnak en un bri-
llante articulo de finales de la década de 1980."7 La construccion de estos
grafos conjuga propiedades aritméticas de los nUmeros enteros descubier-
tas por Ramanujan con propiedades aritméticas de los nUmeros cuaternios,
cuya construccion se remonta a Richard Hamilton (1805-1865) y Adolf Hurwitz
(1859-1919).

GRAFOS EXPANSIVOS

El objetivo de esta seccidn es proporcionar los elementos necesarios para la
comprension del concepto de grafo expansivo y, en particular, de los grafos
de Ramanujan. Nos limitaremos a dar las definiciones especificas imprescin-
dibles, omitiendo las de cardcter general que forman parte del lenguaje
cientifico matematico habitual.

Conceptos basicos de la teoria de grafos

Un grafo G se define por medio de un par ordenado (V, E), formado por un
conjunto finito V cuyos elementos llamaremos vértices, y por un conjunto finito
de pares (no ordenados) de vértices, cuyos elementos llamaremos aristas. Vér-
tices adyacentes o vecinos son, por definicidn, los que determinan una arista.
El orden n de un grafo viene dado por el nUmero de sus vértices. El grado d de
un vértice de un grafo viene dado por el niUmero de aristas que en él concu-
rren. Un grafo se dice que es d-regular si todos sus vértices son del mismo grao-
do, d. Un grafo de orden n = 3 se dice que es un ciclo si es regular y de grado
d=2.Unlazo es una arista que une un nodo consigo mismo. Un camino de un
grafo es un conjunto de vértices intferconectados por aristas. Un grafo se de-
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nomina conexo si para cada par de vértices existe al menos un camino que
los une. Un drbol es, por definicidon, un grafo conexo vy sin ciclos (figura 3). Una
reunion disjunta de darboles constituye lo que se denomina un bosque.

Dado un subconjunto F de vértices de un grafo G = (V, E), definimos la fron-
tera de F por la formula

dF)={xeV|dxF)=1}.

Es decir, la frontera de un conjunto de vértices F estd formada por aquellos
vértices del grafo que, no siendo de F, son vecinos de algun elemento de E

La tasa de fransmision de un grafo se define por

e
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Figura 3. A.rb.ol. . en donde |-| denota el nUmero de elementos de un
Imagen: Wikimedia Commons.  conjunto finito dado. El valor de h se relaciona con

el cardcter conexo del grafo. Asi, G es conexo siy solo si h(G) >0;y Ges al-
tamente conexo cuanto mayor es el valor de h. De la definicion de h(G) se
deduce que, en los grafos altamente conexos, cualquier subconjunto de
vértices tiene un nuUmero elevado de vecinos. Cologuialmente se expresa
diciendo que en ellos los rumores se difunden con rapidez.

Un grafo se denomina bipartido si sus vértices se pueden separar en dos con-
juntos disjuntos A, B, de manera que sus aristas sélo conectan vértices de A
con vértices de B.
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El espectro de un grafo

Designaremos por R al conjunto de todos los nUmeros reales, con su estruc-
tura habitual de cuerpo dada por la suma y por el producto. Los elementos
de R se identifican con los puntos de una recta, llamada la recta numérica
real. Los nUmeros enteros, Z, y los nUmeros naturales, N, son parte de esta
recta. Infroducimos a continuacion el espectro de un grafo de orden n, que
constard de n nUmeros reales.

Podemos caracterizar un grafo G = (V, E) por un cuadro de numeros, denomi-
nado su matriz de adyacencia A= (aij). SiV={x,.., x } denota el conjunto de
vertices numerados del grafo, dicha matriz consiste en un conjunto de n X n
nUumeros naturales que cuentan el nUmero de aristas que unen los distintos
pares de vertices (x,, x):

a,=l{y € E | o(y) =x, t0) =x}1.

En la figura 4 se aprecian tres grafos distintos, no regulares, de orden 4, con
las correspondientes matrices de adyacencia:
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Figura 4. Matrices de adyacencia.

Desde un punto de vista informdtico, es muy interesante observar que todo
grafo puede reconstruirse a partir de su matriz de adyacencia, ya que esta
permite estudiar numéricamente los grafos prescindiendo de figuras.
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Si G es un grafo d-regular, entonces se satisface que A (u) = du, siendo
u=(11,..,1). Es decir, u es un vector propio de la matriz de adyacencia del
grafo, con valor propio igual al grado d del mismo. La matriz de adyacencia
define un operador simétrico A, en R", pues la misma arista que une x, con
X, une también X, CON X.. Por propiedades bien conocidas, este operador si-
métrico diagonaliza en una base ortogonal de vectores propios y sus valores
propios son todos numeros reales. Liamando espectro de un operador lineal,
como es habitual, al conjunto de sus valores propios, tendremos que

Spec (A, ) ={d=A,>A,2--2A =-d}.

La diferencia d - 4, recibe el nombre de brecha espectral y es una cantidad
que influye en la tasa de transmision del grafo, tal como veremos a continua-
cion.

El operador lineal A,=1d - A, se conoce como el laplaciano del grafo 6. En
una base de vectores propios tendrd por matriz

0 - 0
.
0 - d—4,

El operador de Laplace es una herramienta muy comun en el andlisis ma-
tematico, que interviene en la modelizacion de fendmenos vibratorios. Su
estudio se inicidé en 1747 a raiz de la obtenciéon de la ecuacion que rige el
movimiento de una cuerda vibrante, deducida de las leyes de Newton por
el matemdatico y enciclopedista francés Jean le Rond d’Alembert. Estos es-
tudios fueron continuados por Pierre-Simon de Laplace, Jean-Joseph Fourier
y Sophie Germain, entre muchos otros. El operador de Laplace interviene en
distintas ecuaciones en derivadas parciales que regulan la propagacion del
sonido, la luz, el calor, los terremotos y fendmenos atémicos. Su andlogo en
teoria de grafos nos servird para controlar la propagacion de la informacion.
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Expansores

Una sucesion (G, ) ., de grafos d-regulares, con d 2 3, se dice que es una
sucesion expansiva si existe una constante € > 0 tal que h(G, ) > C, para todo
m = 1. Las sucesiones expansivas de grafos se conocen también con el nom-
bre de expansores.

La desigualdad de Cheeger-Buser. La tasa de transmision h(G) de un grafo
se relaciona con la brecha espectral d - 4,.° M&s concretamente, para todo
grafo G que sea d-regular, conexo v sin lazos se satisfacen las desigualdades

d—2
> 2 < h(G) < +J2d(d — 1,).

En consecuencia, una brecha espectral grande nos garantizard un grafo
con una elevada tasa de transmision. Y, fijado el grado de un grafo, una tasa
de transmision elevada solo podrd conseguirse mediante un segundo valor
propio pequeno del laplaciano.

Grafos de Ramanujan. Un grafo G, d-regular, se denomina de Ramanujan si

A(G) <2d—1,

en donde A(G) denota el maximo de los valores ab-
solutos |A | de los elementos del espectro de G para
iz2.

Los cdlculos siguientes ponen de manifiesto que el

grafo de Petersen, P, de orden 10 y 3-regular, que se
Figura 5. Grafo de Petersen, muestra en la figura 5, es un grafo de Ramanujan,
Imagen: Wikimedia Commons. ~ puesto que en él se satisface que
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Spec (A,)={3,1,1,1,1,1,-2,-2,-2,-2};  A(P)<2.82843..

Notemos que el grafo anterior tiene muy pocos nodos, por lo que no es Util
para nuestros propodsitos. Lubotzky, Phillips y Sarnak!” y Morgenstern' constru-
yeron sucesiones expansivas de grafos de Ramanujan, regulares, de grado
d =p'+ 1, para fodo numero primo p y entero f> 1. Los grafos que forman
estas sucesiones adquieren asintéticamente (cuando p - o ) el valor mayor
posible de la brecha espectral. Puesto que, desde el siglo Il a.C., sabemos
por Euclides que el conjunto de los nUmeros primos es infinito, la construccion
mencionada permite obtener sucesivamente grafos de Ramanujan con tan-
tos nodos como se quiera.

SUMAS DE CUADRADOS: MOTIVACION Y RESULTADOS DE RAMANUJAN

En esta seccidon se exponen brevemente la motivacion vy los resultados del
trabajo de Ramanujan?'.

Las sumas de dos cuadrados

En el siglo XVII, Pierre de Fermat se dio cuenta de que los enteros primos de
la forma p = 4k + 1, k > 0, podian descomponerse como suma de dos cua-
drados:

5 =12 4+ 22, 13 =22 + 37,

17 = 1% + 42, 29 =2%2+57% ..

También 2 = 12+ 12, Sin embargo, este no era el caso para los enteros primos
delaformap=4k+3, k>0, comoel3,711,19,...

Estos hechos pudieron explicarse y demostrarse a partir de las propiedades
aritméticas de los nUmeros enteros de Gauss.
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Los enteros de Gauss

Recordemos que los nUmeros complejos € se escriben
en la forma a + bi, con nUmeros reales e i2= -1. Por tan-
to, el cuerpo complejo € extiende el cuerpo realR. Sus
elementos se representan por los puntos del plano. Se
Figura 6. Primos de denominan nUmeros enteros de Gauss los nUmeros com-
Gauss. Imagen: plejos de componentes enteras; es decir, los nUmeros
Wikimedia Commons. ;6 se escriben en la forma a + bi con a, b pertenecien-

tes a Z. Se representa su conjunto por Z[i]. De manera
andloga a lo que ocurre en Z, todo entero de Gauss (no nulo y no unita-
rio) descompone de manera Unica (salvo el orden y unitarios) en producto
de enteros de Gauss primos. Los primos de Z que permanecen primos en
Z[i] son, precisamente, los que no son suma de dos cuadrados'. Los primeros
enteros de Gauss que son primos, representados por puntos de la figura 6, son
(en el primer cuadrante): 1 +1i,3,2+1,7,11,3 + 2i,4 + i,... Como en el caso de
los nUmeros enteros, el conjunto de los primos de Gauss es, también, infinito.

Si escribimos r,(n) para expresar el nUmero de maneras en que un entero
n =1 descompone como suma de dos cuadrados enteros, al tener en cuen-
ta el orden y los signos posibles, obtenemos que

r(5)=8,  r(7)=0, r(4)=4,  r,(100)=12,.

En general, dados dos enteros n > 0, k> 0, consideremos el nUmero r, (n) de
maneras en que n puede expresarse como suma de k cuadrados. A lo largo
de los siglos XVIII y XIX, se demostraron las formulas exactas siguientes, que
determinan estos nUmeros a partir de los divisores de n

r2(n) = 4(d;(n) — ds(n)),
n(n) =8 gnd, d+ 4k,

re(n) = 162(—1)"“1 d2,
dn
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En donde d, (n) denota el nimero de divisores de n congruentes con i médu-
lo 4. La primera formula es debida a Euler y a Gauss; la segunda y la tercera
son debidas a Jacobi.

Las sumas de 24 cuadrados

El problema que Hardy propuso a Ramanujan fue el hallazgo de una férmula
para el cdlculo de r,,(n). Es decir, Ramanujan debia calcular de cudntas ma-
neras un entero n dado podia descomponerse como suma de 24 cuadrados.
La solucidon que Ramanujan dio a este problema es espectacular y puede
calificarse como uno de los momentos estelares de la historia de las matema-
ticas. Ello es debido no solo a la naturaleza de la formula obtenida por Rama-
nujan sino también a los descubrimientos a los que su deduccidn condujo:

16 . 128 » n
ra(n) = oz ol (W) + 7 |(—1)m12591(n) — 512¢ (E)]

En esta férmula, la funcidén 011 es una funcién que de-
pende de la suma de las potencias onceavas de los
divisores de un nuUmero. La funcidn T que aparece se
conoce con el nombre de funcion fau de Ramanu-
jan y esta ligada a las funciones elipticas de Jaco-
bi. Concretamente, 1(n) es el n-ésimo coeficiente de
Fourier de la funcion A:

o]

Figura 7. |Re (4)].
Imagen: Wikimedia Commons. 2n72A(2) = ¢ 1_[(1 — qM)* = Z (n)q™,

nz1 n=1

q = e?™*, Re(z) > 0.

La funciéon A denota aqui la funcion modular discriminante de las curvas elip-
ficas. En la figura 7 se representa el mdédulo de su parte real como funcidon
definida sobre el disco unidad.
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El conocimiento que hoy tenemos de las funciones modulares, con simetrias
provenientes de la accién del grupo modular SL(2, Z), permite obtener una
demostraciéon de la formula de Ramanujan completamente transparente?.

Las conjeturas de Ramanujan
En 1916, Ramanujan habia calculado los 30 primeros valores de la funcion

tau y, a la vista de los resultados obtenidos, conjeturd las siguientes propie-
dades de esta funcion:

i) t(mn)=1t(m)t(n),siged (mn)=1.

i) (™Y =)™ - p*tt("1),si pesprimoy n = 1.
i) |t(p)| < zp% para todo primo p.

La demostracion de las dos primeras conjeturas de Ramanujan fue obtenida
por Louis Mordell en 1917.'8 Posteriormente fue generalizada por Eric Hecke
mediante la creacion de la teoria de los operadores que llevan su nom-
bre'4. Estas demostraciones implicaron ahondar en la teoria de las funciones
modulares y, en su generalizacién, la teoria de las funciones automorfas. Se
trata de funciones de variable compleja con altos grados de simetria proce-
dentes de grupos de movimientos de la geometria hiperbdlica®.

La conjetura iii) de Ramanujan permite interpretar la férmula de los 24 cua-
drados de la manera siguiente: su primer sumando proporciona el término
principal y el segundo corresponde a un término de error, pequeno con re-
lacién al término principal (del orden de su raiz cuadrada). Su demostracion
exigid un trabajo mucho mds arduo y exhaustivo que el de las dos primeras.

En 1968, Pierre Deligne'' probd que la demostracion de la conjeturaiii) de
Ramanujan podia obtenerse como consecuencia de unas profundas con-
jeturas que habian sido formuladas por André Weil en 1949.2° Las conjeturas
de Weil se referian al espectro del automorfismo de Frobenius, Spec(Frob ).
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El automorfismo de Frobenius es un operador que actiua sobre la coho-
mologia H*(X) de las variedades algebraicas X|F_ definidas sobre cuerpos
finitos F.A lo largo de las décadas de 1950 y 1960 se demostraron todas las
conjeturas de Well, salvo una, gracias a un trabajo monumental de funda-
mentaciéon de la geometria algebraica moderna realizado por Alexander
Grothendieck durante 14 afos al frente del IHES (Institut des Hautes Etudes
Scientifiques). La demostracion de la conjetura de Weil que quedaba pen-
diente fue obtenida por el propio Deligne en 1973,'? con lo cual las conje-
turas i), ii) y iii) de Ramanujan sobre la funcién tau quedaron todas proba-
das. Estos resultados le valieron a Deligne la obtencion de la Medalla Fields
(1978) y del Premio Abel (2013), los dos reconocimientos mdaximos que se
conceden en matematicas*. Podemos sintetizar los resultados citados de
Deligne mediante las formulas:

(p) =1, + Zp, Ay = Vap(Frobp,Hll),

A, = vap (Frobp,Hl’(X/Fp, Ql)) = [4,] < 2pi72.

Una observacion crucial para la construccion efectiva de grafos expansivos
fue la siguiente: el hecho de que una tasa de transmision alta de un grafo
estuviera ligado a valores propios pequenos del espectro del operador de
Laplace podia quiza relacionarse con la Ultima conjetura de Weil, por cuan-
to que esta conjetura garantizaba la existencia de valores propios pequenos
en el espectro del operador de Frobenius. Estos razonamientos fueron mate-
rializados, como veremos, mediante la construcciéon de los grafos LPS.

NUMEROS HIPERCOMPLEJOS Y LA CONSTRUCCION LPS

La construccidén LPS estd basada en propiedades aritméticas de los niUmeros
hipercomplejos. Los nUmeros hipercomplejos nos permitirdn enlazar el lapla-
ciano de un grafo con el operador de Frobenius de una variedad algebraica.
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Los cuaternios de Hamilton

Designaremos por H(R):= {a,+ a,i + a,j + a,k : a € R} al conjunto de los cuater-
nios de Hamilton con coeficientes en un anillo numérico R, dado. El cuerpo
H(R ) de los cuaternios de Hamilton es una extension del cuerpo complejo C.
Por definicién, en los cuaternios, se satisfacen las reglas de cdlculo

i2=j2=k*=-1,

ij=—j =k; jk:—kj:i' kl=—lk=]

Observemos que el orden en que se multiplican cuaternios importa para la
determinacion de su producto; es decir, se trata de una estructura algebrai-
ca de cuerpo no conmutativo.

Dado un cuaternio g, representaremos por q su cuaternio conjugado y por
N(q), su norma, definidos por

q= ay+ a;i + a,j + ask, q= ay—ai — ayj —azk,

N(q):=qq = a3 +a?+ a3 + d3.

Se denominan cuaternios enteros de Hamilton a los elementos de H(Z), es
decir a los cuaternios de coordenadas enteras. Como en el caso de los en-
teros de Gauss, todo entero de Hamilton (no nulo y no unitario) descompone
en producto de enteros de Hamilton primos, si bien estas descomposiciones
no fienen por qué ser Unicas. De hecho, ningun primo de Z permanece pri-
mo en H(Z ). Veamos un ejemplo:

13 = (1420 +2j+2k)(1—2i —2j — 2k) = (3 + 20)(3 — 20).

A continuacién consideraremos congruencias con nimeros cuaternios, que
imitan las congruencias habituales con nUmeros enteros. Para ello sea q # 2
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un entero primo y sea F = Z /qZel cuerpo finito de q elementos. Podemos
considerar el homomorfismo de reducciéon r:H(Z) —H(F ).y derivar a partir
de él la siguiente representacion matricial para los cuaternios con compo-
nentes en el cuerpo finito. Dado un elemenfo a=a1 + ayi+a,j+ a,k de H(F ),
le asignaremos la matriz

ag+ ax + azy —aqy + a,+ asx
m = ’
q(a) [— a,y - a, + azx ag—a.X — azy ]

en donde los elementos x, y son soluciones en F dela ecuacion x? +y*+1=0.
Esta asignacion permite reemplazar las operaciones de suma y producto de
cuaternios reducidos por las operaciones de suma y producto de matrices
en M(2, Fq).

El algoritmo LPS

En este pdrrafo supondremos que p # 2, g son enteros primos y que q > 2Vp.
Los grafos de Cayley se construyen a partir de la teoria de grupos mediante
el uso de grupos finitos G y de subconjuntos S de los mismos®. Los vértices del
grafo (G, S) coinciden con los elementos del grupo G y las aristas son de Ila
forma (g, gs). congenGysensS.

El formato de los grafos LPS corresponde a un caso especifico de grafos de
Cayley. En este caso, los grupos finitos que se consideran son los grupos pro-
yectivos lineales PGL(2, q) := GL(2, q)/Fq*, definidos a partir de las matrices
invertibles con coeficientes en el cuerpo finito Fy los grupos proyectivos es-
peciales lineales PSL(2, q) definidos a partir de las matrices anteriores con
determinante igual a 1.

Consideramos el conjunto siguiente de cuaternios enteros de norma p:
S,={a€H(Z):N(a)=p,a=1,0biena=i+j+kmod(2)}

={a,a,a,a,..a,a,p,..B}, 2s+t=p+1
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Sus elementos son cuaternios primos divisores de p. En ellos supondremos que
a,(@)>0,a,(B)=0.Y designaremos porS  las imagenes de estos conjuntos ob-
tenidas por reduccion r, modulo un primo q de sus componentes, seguida de
su interpretacion matricial m_y proyeccion pr,en el grupo proyectivo lineal:

Spq = (P1q°mq °13)(Sp) S PGL(2,9).

Se trata de un subconjunto simétrico de p + 1 elementos. Consideramos aho-
ra los grafos de Cayley

LPS(p,q) = G(PGL(2,9),S,4),si p s un residuo cuadratico mddulo g,

LPS(p,q) = G(PSL(2,q),S,4), Sl p NO es residuo cuadratico mddulo gq.

En el primer caso, LPS(p, q) es un grafo no bipartido de q (¢>-1)/2 vértices y de
grado p + 1. En el segundo, se trata de un grafo bipartido de q (¢*- 1) vértices
y tfambién de grado p + 1. El grafo LPS(3,7) de la figura 8, cuyo cdlculo fue
programado por Klara Stokes, es un grafo de Ramanujan, no bipartido, de
336 nodos, situados en la circunferencia, y en el que cada nodo estd conec-
tado Unicamente con 4 vecinos?.

Figura 8. El grafo LPS(3,7).
Imagen gentileza de Klara Stokes.
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Verificacion de la condicion de Ramanujan

Para indicar someramente como se procede para demostrar que los grafos
LPS son de Ramanujan, necesitamos intfroducir la funcién zeta de un grafo.

La funcidn zeta de un grafo. Dado un grafo G conexo y d-regular, sea g=d - 1.
Designemos por N el nimero de sus ciclos de longitud m. Su funcion zeta es
la serie formal definida por

ZN_mtm .
m

m=1

Z(G,t) == exp (

A esta serie formal se asocia la funcidon de variable compleja {(G, s) := Z(G, g*)
resultante de hacer la sustitucion t = ¢g*. La féormula que escribimos a con-
tinuacion nos expresa la funcidon zeta de un grafo en términos de la ma-
triz de adyacencia del mismo, lo cual explicard a posteriori el motivo por el
cual la funcidén zeta de un grafo da cuenta de sus propiedades espectrales:

0(G,s)= 1—q ) *Ddet(I —Ag g™ +q D7, x(G) = |V|—|E|.

G es un grafo de Ramanujan si, y solo si, los polos de la funcion (G, s) conte-
nidos en la franja vertical 0 < Re(s) < 1 satisfacen que Re(s) = 1/2. Es decir, un
grafo dado es de Ramanujan si, y solo si, su funcion zeta satisface el andlogo
de la hipdtesis de Riemann en el estudio de los nUmeros primos’.

Polinomios de Chebyshev. Los polinomios de Chebyshev intervienen como

herramienta auxiliar en la verificacién de la condicidon de Ramanujan de los
grafos LPS. Se definen de manera recurrente por las féormulas

Up(x) =1, U;(x) = 2%, Uy (x) = 4x* — 1, ..., U1 (%) = 2xU, (%) — U1 (X).
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Y su funcion generadora es ¥3_, Up, ()t™ = Flmz

Una férmula de trazas. Si consideramos los operadores definidos por

T = (d= DU, (2 2(;— 1 )

obtenemos una férmula andloga a la férmula de trazas de los operadores
de Hecke'* en la que interviene el espectro del grafo:

m e A
Tr(Tm) =(d—-12 ) Uy <—]> Spec(Ac) = {4;}-
; 2vyd—1

De nuevo, sumas de cuadrados. Consideremos ahora la forma cuadratica
Q(xg, X1, X5, x3) = x& + q?(x? + x2 + x2) y el siguiente nUmero de representaciones
por esta forma de las potencias m-ésimas del primo dado p:
r(™) = l{a = (a;) € H(Z): Q(ay, ..., a3) =p™,
a,imparya;,i > 0,par, o bien a,pary a; i > 0,impar}.
Una formula semejante a la de Ramanujan para los 24 cuadrados, basada

en propiedades de las funciones automorfas, permite reescribir el nUmero
anterior como un término principal mds un término de error:

@™ = CoGp™ + 0, (p" ),

en donde la funcién sigma denota la suma de divisores, € es una constante
positiva y > 0 un niUmero real tan pequeno como se quiera.
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A partir de las expresiones obtenidas para la funcion zeta de un grafo, apli-
cadas a los grafos LPS(p, q), se obtienen la relacion %Tr(Tm) =rqo(P™).Y de ello
se deducen las acotaciones deseadas, que prueban que los grafos LPS son
de Romanujan:

4| <2/p<2Vd—1, 2<j<n-2 enelcaso bipartido,

4] <2p<2Vd—1, 2<j<n-1,enelcasono bipartido.

Al considerar g — o con p fijo, obtendremos el expansor deseado.
Otras aplicaciones

Los grafos, y en particular los grafos expansivos, han sido usados en el diseno
de grafos contractivos que mejoran algoritmos de compresion de datos, asi
como en el de algoritmos de recuperacion de los mismos''> 22,

Daniel Spielman y Shang Hua Teng aplicaron los grafos expansivos a la me-
jora del diseno de algoritmos eficientes en programacion lineal?. En el ICM
(International Congress of Mathematicians) 2010, celebrado en Hyderabad,
India, Daniel Spielman fue galardonado con el Premio Nevanlinna por sus
conftribuciones a este tema.

Hoy por hoy, los grafos expansivos desempenan un importante papel en la
programacion de funciones hash, al proporcionar un método eficiente para
el cifrado de mensajes y deteccion de corrupcién de datos. De acuerdo
con Kristin Lauter, investigadora principal del Cryptography Group at Micro-
soft Research, los grafos de Ramanujan, obtenidos esta vez a través de iso-
genias de curvas elipticas supersingulares, podrian estar llamados a tener un
papel en el desarrollo de la criptografia de la era poscudntica's.
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Presencia en los medios. La fi-
gura 9 corresponde a un foto-
grama de la pelicula El hom-
bre que conocia el infinito,
de 2015. La pelicula describe
el encuentro de Hardy (in-
terpretado por Jeremy Irons)
con Ramanujan (Dev Patel),
y hay referencias matemati-
Cas a uno de sus frabajos en
colaboracion: el relativo al
comportamiento asintdtico
del nUmero de particiones de
un entero dadod.

Las autopistas del ciberespacio

Figura 9. The man who knew infinity. La pelicula describe el encuen-
tro de Hardy (Jeremy Irons) con Ramanujan (Dev Patel), y hay refe-
rencias matematicas a uno de sus trabajos en colaboracién. Imagen:
Wikimedia Commons.

La figura 10 corresponde a un fotograma de la pelicula Good Will Hunting,
estrenada en 1997, cuyo protagonista (Matt Damon) estd intentando dibujar
el bosque formado por todos los arboles de orden 10. La figura 11 correspon-
de a un fotograma de la serie televisiva NumbJ3rs, cuya protagonista femeni-
na en la ficcion se llama, por cierto, Amita Ramanujan.

Figura 10. Good Will Hunting. Imagen:
Wikimedia Commons

Figura 11. Numb3rs. Imagen: Wikimedia Commons.
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